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DE´COMPOSITIONS DE GROUPES PAR PRODUIT DIRECT
ET GROUPES DE COXETER
Yves de Cornulier et Pierre de la Harpe
Abstract. We provide examples of groups which are indecomposable by direct product,
and more generally which are uniquely decomposable in direct products of indecomposable
groups. Examples include Coxeter groups, for which we give an alternative approach to recent
results of L. Paris.
For a finitely generated linear group Γ, we establish an upper bound on the number of
factors of which Γ can be the direct product. If Γ is moreover torsion-free, it follows that Γ
is uniquely decomposable in direct product of indecomposable groups.
RE´SUME´. Nous montrons des exemples de groupes inde´composables par produit direct, et
plus ge´ne´ralement uniquement de´composables en produits de groupes inde´composables. Les
exemples conside´re´s incluent les groupes de Coxeter, pour lesquels nous rede´montrons des
re´sultats re´cents de L. Paris.
Pour un groupe line´aire de type fini Γ, nous e´tablissons une borne supe´rieure sur le nombre
de facteurs dont Γ puisse eˆtre produit direct. Si Γ est de plus sans torsion, il en re´sulte que
Γ est uniquement de´composable en produit de groupes inde´composables.
1. Introduction.
2. Premiers exemples.
3. De´compositions de sous-groupes de groupes alge´briques.
4. Groupes de Coxeter et groupes d’Artin.
5. Variation sur la notion d’inde´composabilite´.
6. Conditions Max et Min.
7. Groupes a` quotients majore´s.
8. Majorations de nombres de facteurs directs.
1. Introduction
Il existe plusieurs proce´de´s pour “de´composer” des groupes en constituants qu’on peut
imaginer d’e´tude “plus simple”. L’objet du pre´sent article est la de´composition par produit
direct.
Un groupe est inde´composable s’il n’est pas un produit direct de manie`re non banale.
Notre premier but est d’e´tablir l’inde´composabilite´ de certains groupes apparaissant dans
des contextes ge´ome´triques ; par exemple des sous-groupes “assez grands” ou meˆme des
re´seaux dans certains groupes de Lie ou groupes alge´briques.
Key words and phrases. Groupes inde´composables, produits directs, groupes uniquement directement
de´composables, groupes de Coxeter, groupes de Wedderburn-Remak-Krull-Schmidt.
Nous remercions le Fonds National Suisse de la Recherche Scientifique pour son soutien.
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La condition pour un groupe d’eˆtre isomorphe a` un produit fini de groupes inde´compo-
sables n’est pas tre`s restrictive, et il est bien connu que de nombreux groupes posse`dent
plusieurs telles de´compositions qui sont essentiellement diffe´rentes. Voir l’exemple A2,2 ×
A3,3 de [Kuro, § 42] et les exemples abe´liens rappele´s ci-dessous (nume´ros (xiv) et (xvii)
du chapitre 2) ; il y a aussi des exemples “plus dramatiques” dus a` Baumslag : pour
toute paire d’entiers m,n ≥ 2, il existe des groupes de type fini A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn,
nilpotents et sans torsion, inde´composables et non isomorphes deux a` deux, tels que les
produits directs A1 × · · · × Am et B1 × · · · × Bn sont isomorphes [Baum]. Il existe de
nombreux autres cas de “mauvais comportements” du point de vue des produits directs :
par exemple des groupes Γ de type fini1 isomorphes a` Γ ×∆, ∆ 6= {1} [Hi86] ou meˆme a`
Γ× Γ ([Ty74], [Ty80], [Meie]).
La situation est donc beaucoup moins simple que celle qui pre´vaut pour les produits
libres, puisque le the´ore`me de Grushko assure que tout groupe de type fini est produit libre
d’un nombre fini de groupes librement inde´composables, et ceci de manie`re essentiellement
unique (voir par exemple [Stal] ou [ScWa]).
La plupart des complications qui apparaissent dans les de´compositions d’un groupe G
par produit direct sont lie´es au centre de G. En effet, si celui-ci est re´duit a` un e´le´ment,
une de´composition de G en produit fini de groupes inde´composables est ne´cessairement
unique ; ce fait, bien connu, est rappele´ ci-dessous comme conse´quence de la proposition 2.
Convenons qu’un groupe est uniquement directement de´composable2 s’il est somme
restreinte de groupes inde´composables, et ceci de manie`re unique a` isomorphisme pre`s
des facteurs. (Rappelons que la somme restreinte d’une famille (Γι)ι∈I de´signe le sous-
groupe du groupe produit des Gι forme´ des e´le´ments (γι)ι∈I tels que γι = 1 pour presque
tout ι ; dans le cas ou` I est fini, nous suivons Bourbaki en e´crivant aussi “produit di-
rect” au lieu de “somme restreinte”.) Remarquons qu’un groupe uniquement directement
de´composable qui est de type fini est ne´cessairement produit direct d’un nombre fini de
facteurs inde´composables.
Notre second but est d’e´tablir que certaines classes de groupes sont uniquement di-
rectement de´composables (propositions 3, 5 et 14). Apre`s des rappels d’exemples stan-
dard, nous analysons en particulier la de´composabilite´ des sous-groupes Zariski-denses de
groupes alge´briques.
Nous illustrons notre me´thode par les groupes de Coxeter (proposition 8). Dans [Par2],
Paris a montre´ de manie`re comple`tement diffe´rente que les groupes de Coxeter de type fini
sont uniquement directement de´composables. L’origine du pre´sent travail est la recherche
d’une autre preuve de ce fait.
Enfin, nous e´tablissons une borne supe´rieure pour le nombre de facteurs non re´duits a`
un e´le´ment dans une de´composition par produit direct d’un groupe line´aire de type fini
(the´ore`me 13).
1C’est un proble`me ouvert bien e´tabli de savoir s’il existe un groupe Γ infini de pre´sentation finie qui
soit isomorphe a` Γ × Γ. Voici une question peut-eˆtre moins ambitieuse : existe-t-il un groupe Γ infini de
pre´sentation finie tel que, pour tout entier m0 ≥ 1, il existe des groupes Γ1, . . . ,Γm (m ≥ m0) non re´duits
a` un e´le´ment dont le produit direct soit isomorphe a` Γ ?
2D’autres auteurs [Hi90] e´crivent “groupe R.K.S.”, en re´fe´rence a` Remak, Krull et Schmidt. Pour une
notion de de´composabilite´ apparente´e mais distincte, voir ci-dessous le chapitre 5.
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La de´composition des groupes par produit direct intervient dans des re´sultats de de´com-
position d’espaces topologiques. Par exemple, soit Γ le groupe fondamental d’une varie´te´
riemannienne compacte a` courbure ne´gative ou nulle ; supposons le centre de Γ re´duit
a` un e´le´ment. C’est un cas particulier de re´sultats classiques de Gromoll-Wolf (1971)
et Lawson-Yau (1972) qu’une de´composition du groupe en produit direct Γ = Γ1 × Γ2
correspond ne´cessairement a` une de´composition de la varie´te´ en produit riemannien. Voici
un corollaire de re´sultats plus re´cents (voir [BrHa], chapitre II.6, ainsi que [Schr] et le
chapitre 10 de [Eber]).
Soit Y un espace ge´ode´sique compact qui posse`de la proprie´te´ d’extension des ge´ode´-
siques et qui est a` courbure ne´gative ou nulle. Supposons que le groupe fondamental de Y
est un produit direct Γ = Γ1 × Γ2 et que le centre de Γ est re´duit a` un e´le´ment. Alors Y
est un produit d’espaces me´triques Y1 × Y2 de telle sorte que le groupe fondamental de Yi
est Γi (i = 1, 2).
Mentionnons encore que, en the´orie ergodique, certains produits directs donnent lieu a`
des phe´nome`nes de rigidite´ remarquables [MoSh].
2. Premiers exemples
Un groupe Γ est inde´composable si3 Γ 6= {1} et si, pour tout isomorphisme de Γ avec
un produit direct Γ1 × Γ2, l’un des groupes Γ1,Γ2 est re´duit a` un e´le´ment. La notion est
classique : voir parmi d’autres [Kuro, § 17], [Rotm, chap. 6] et [Suzu, § 2.4].
(i) Tout groupe simple est inde´composable.
(ii) Il existe de nombreux groupes finis inde´composables qui ne sont pas simples. Par
exemple, pour tout n ≥ 2, le groupe syme´trique Symn, qui est un groupe de Coxeter de
type An, est inde´composable (cela re´sulte de ce que tout sous-groupe normal distinct de {1}
contient le groupe alterne´ simple Altn si n 6= 2, 4, et d’un argument direct si n = 2 ou 4) ;
pour tout n ≥ 3, le produit semi-direct standard Symn⋉(Z/2Z)
n−1, qui est un groupe
de Coxeter de type Dn, est inde´composable (l’argument de la proposition 1 ci-dessous
s’applique). En revanche, on sait qu’il existe des groupes de Coxeter irre´ductibles finis sont
de´composables, et alors de´composables en produit direct d’un groupe inde´composable et
du centre a` deux e´le´ments ; ce sont les groupes die´draux d’ordres 8n+ 4 et les groupes de
Coxeter de type type Bn pour n ≥ 3 impair (la ve´rification est laisse´e au lecteur), ainsi
que les groupes de type H3 et E7 (voir [BouL], chapitre 6, § 4, exercices 3 et 11).
Pour tout entier n pair, il existe un groupe fini me´tabe´lien inde´composable d’ordre n ;
par exemple le produit semi-direct
(Z/2kZ)⋉± (Z/mZ) = 〈a, b | a
2k = 1, bm = 1, a−1ba = b−1〉,
ou` k,m ≥ 1 sont tels que n = 2km avec m impair. En revanche, les entiers impairs qui sont
des ordres de groupes finis inde´composables constituent un ensemble d’entiers de densite´
nulle [ErPa].
3Nous adoptons ici une terminologie selon laquelle le groupe {1} n’est ni inde´composable, ni de´compo-
sable (mais ne´anmoins le produit de la famille vide de groupes inde´composables). Ceci est cohe´rent avec
la convention (par exemple de Bourbaki) selon laquelle le groupe a` un e´le´ment n’est pas simple !
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(iii) Les groupes abe´liens Z et Q sont inde´composables ; plus ge´ne´ralement, tout sous-
groupe de Q non re´duit a` un e´le´ment est inde´composable (pour la description de ces
groupes, voir par exemple le chapitre 10 de [Rotm]). Soient p un nombre premier et m ≥ 1
un entier ; un groupe cyclique d’ordre pm est inde´composable, de meˆme que le sous-groupe
Z(p∞) de C∗ des racines de l’unite´ d’ordres des puissances de p. En effet, dans chacun
de ces groupes, l’intersection de deux sous-groupes non re´duits a` un e´le´ment n’est jamais
re´duite a` un e´le´ment. Le groupe additif Zp des entiers p-adiques (vu comme groupe discret)
est inde´composable [Kapl, Section 15].
Un groupe abe´lien divisible inde´composable est isomorphe a` l’un de Q, Z(p∞) ; les
groupes abe´liens divisibles sont uniquement directement de´composables [Fuch, § 23]. Un
groupe abe´lien inde´composable est ou bien de torsion ou bien sans torsion ; s’il est de
torsion, il est isomorphe a` l’un de Z/pmZ, Z(p∞) ; voir [Kapl, Section 9]. Les groupes
abe´liens sans torsion sont beaucoup moins bien compris, et certainement pas tous unique-
ment directement de´composables ; voir (xvii) ci-dessous.
(iv) Un groupe nilpotent Γ dont le centre est inde´composable est lui-meˆme inde´com-
posable. En effet, soit Γ = Γ1 × Γ2 une de´composition en produit direct. Le centre de
Γ e´tant e´gal au produit des centres de Γ1 et Γ2, l’un de ceux-ci est re´duit a` un e´le´ment.
L’assertion re´sulte de ce qu’un groupe nilpotent dont le centre est re´duit a` un e´le´ment est
lui-meˆme re´duit a` un e´le´ment.
En particulier, le groupe de Heisenberg

 1 Z Z0 1 Z
0 0 1

 est inde´composable.
Notons Γ = C1(Γ) ⊃ · · · ⊃ Cj+1(Γ) = [Γ, Cj(Γ)] ⊃ · · · la se´rie centrale descendante
d’un groupe Γ. Soient k, j ≥ 2 des entiers et Fk le groupe non abe´lien libre a` k ge´ne´rateurs ;
le groupe nilpotent libre de classe j a` k ge´ne´rateurs Γ = Fk/C
j+1(Fk) est inde´composable.
En effet, soit Γ = Γ1 × Γ2 une de´composition en produit direct. Soient l,m les rangs
des groupes abe´liens libres Γ1/C
2(Γ1),Γ2/C
2(Γ2), respectivement ; notons que le rang k
du groupe abe´lien libre Γ/C2(Γ) = Fk/C
2(Fk) est e´gal a` la somme l + m. D’une part,
le rang du groupe abe´lien libre C2(Γ)/C3(Γ) = C2(Fk)/C
3(Fk) est le coefficient binomial(
k
2
)
. D’autre part, le rang du groupe abe´lien libre C2(Γ1)/C
3(Γ1) est majore´ par le rang(
l
2
)
de C2(Fl)/C
3(Fl), et de meˆme pour Γ2 et
(
m
2
)
. Comme
C2(Γ)/C3(Γ) ≈
(
C2(Γ1)/C
3(Γ1)
)
×
(
C2(Γ2)/C
3(Γ2)
)
,
il en re´sulte que
(
k
2
)
≤
(
l
2
)
+
(
m
2
)
, donc que l’un de k, l est ze´ro, et par suite que l’un de
Γ1,Γ2 est re´duit a` un e´le´ment.
(v) Un groupe re´siduellement re´soluble Γ dont l’abe´lianise´ Γ/[Γ,Γ] est inde´composable
est lui-meˆme inde´composable. Par exemple, le groupe
(
2Z Z[1/2]
0 1
)
est inde´composable.
(L’argument de la proposition 3 permet de remplacer 2 par un autre nombre rationnel.)
Plus ge´ne´ralement un groupe re´siduellement re´soluble Γ 6= {1} est inde´composable de`s
qu’un des quotients Γ/Cj(Γ) ou Γ/Dj(Γ) est inde´composable pour un entier j ≥ 2, ou`
Γ = D0(Γ) ⊃ · · · ⊃ Di+1(Γ) = [Di(Γ), Di(Γ)] ⊃ · · · de´signe la se´rie de´rive´e.
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De´taillons par exemple l’argument pour Cj : soit Γ = Γ1×Γ2 un groupe re´siduellement
re´soluble tel que Γ/Cj(Γ) est inde´composable ; nous pouvons supposer les notations telles
que Γ2/C
j(Γ2) est re´duit a` un e´le´ment ; a fortiori, Γ2/[Γ2,Γ2] est re´duit a` un e´le´ment, ce
qui implique que Γ2 = {1} puisque Γ2 est re´siduellement re´soluble.
(vi) Le groupe fondamental Γ = 〈x, y | xyx−1 = y−1〉 d’une bouteille de Klein est
inde´composable.
En effet, soit Γ = Γ1 × Γ2 une de´composition en produit direct. Le groupe de´rive´
DΓ = DΓ1 ×DΓ2 est engendre´ par y
2 ; il est cyclique infini, et donc inde´composable, de
sorte qu’on peut supposer DΓ2 = {1}, c’est-a`-dire Γ2 abe´lien. Pour j = 1, 2, notons xj
[respectivement yj ] la projection de x [resp. y] sur Γj . Alors DΓ2 = {1} implique y
2
2 = 1,
et en fait y2 = 1 puisque Γ est sans torsion. Le centre Z(Γ) = Z(Γ1)×Z(Γ2) est engendre´
par x2 ; il est e´galement cyclique infini, donc inde´composable. Si nous avions Z(Γ1) = {1},
nous aurions aussi x1 = 1 comme ci-dessus, donc Γ = 〈y1〉 × 〈x2〉 serait abe´lien, ce qui
est absurde. C’est donc Z(Γ2) qui est re´duit a` un e´le´ment, ce qui montre enfin que Γ2
lui-meˆme est re´duit a` un e´le´ment.
(vii) Un produit libre de deux groupes non re´duits a` un e´le´ment est inde´composable.4
Plus ge´ne´ralement, un sous-groupe d’un produit libre Γ1 ∗ Γ2 qui n’est conjugue´ ni a` un
sous-groupe de Γ1 ni a` un sous-groupe de Γ2 est inde´composable. Voir [Kuro], §§ 34 et 35.
(viii) Soit Γ un sous-groupe non re´duit a` un e´le´ment d’un groupe qui est hyperbolique
au sens de Gromov et sans torsion. Alors Γ est inde´composable car, pour tout e´le´ment
γ 6= 1 dans un tel groupe, le centralisateur de γ est cyclique infini.
(ix) Soit G un groupe de Lie re´el connexe semi-simple, a` centre fini et sans facteur
compact, de rang re´el au moins deux, et soit Γ un re´seau irre´ductible dans G. On suppose
le centre de Γ re´duit a` un e´le´ment. C’est une conse´quence imme´diate du the´ore`me de
Margulis concernant les sous-groupes normaux de Γ (voir le chapitre 8 de [Zimm]) que Γ
est inde´composable ; ceci s’applique par exemple a` Γ = PSLd(Z) pour d ≥ 3. Avec des
formulations plus ge´ne´rales (voir le chapitre VIII de [Marg]), on montre de meˆme que des
groupes comme PSLd(Z[1/p]), qui est un re´seau irre´ductible dans PSLd(R) × PSLd(Qp),
sont inde´composables (p est un nombre premier, d un entier, d ≥ 2).
Le meˆme type de re´sultat (et d’argument) vaut encore plus ge´ne´ralement pour des
re´seaux irre´ductibles dans certains produits de groupes localement compacts [BaSh].
Dans de nombreux cas, ces affirmations peuvent eˆtre de´montre´es par des arguments
plus e´conomiques. Par exemple, les groupes PSLd(Z[1/p]) sont denses dans le groupe de
Lie PSLd(R), a fortiori Zariski-denses dans le groupe alge´brique PSLd(C), et sont donc
inde´composables en vertu de la proposition 3 ci-dessous.
4Notons la conse´quence suivante pour le proble`me de de´cision relatif a` la de´composition en produit
direct : le proble`me de savoir si un groupe donne´ par une pre´sentation est de´composable ou non n’est pas
algorithmiquement re´soluble. En effet, soient A et B deux groupes de pre´sentation finie non re´duits a` un
e´le´ment (par exemple A = B = Z) et ∆ un groupe de pre´sentation finie. Le groupe Γ = (A × B) ∗ ∆
est de´composable si et seulement si ∆ est re´duit a` un e´le´ment, et il est bien connu qu’il n’existe pas
d’algorithme permettant de savoir si un groupe donne´ par une pre´sentation finie est ou n’est pas re´duit a`
un e´le´ment.
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(x) Soit Γ un groupe tel que, pour toute paire N1, N2 de sous-groupes normaux non
re´duits a` un e´le´ment, l’intersection N1 ∩N2 ne l’est pas non plus ; alors Γ est e´videmment
inde´composable. Dans ce cas, les sous-groupes normaux non re´duits a` un e´le´ment forment
une base de voisinage de 1 pour une topologie sur Γ qu’on appelle la topologie pro-normale
et qui est e´tudie´e dans [GeGl].
Un sous-groupe Zariski-dense Γ d’un groupe de Lie G connexe simple a` centre trivial
posse`de cette proprie´te´. En effet, soient N1 et N2 deux sous-groupes non re´duits a` un
e´le´ment de Γ. De´signons par N1 et N2 leurs adhe´rences de Zariski ; ce sont des sous-
groupes normaux du groupe simple G, de sorte qu’ils co¨ıncident avec G. Si nous avions
N1 ∩N2 = {1}, nous aurions aussi [N1, N2] = {1} et [N1, N2] = [G,G] = {1}, ce qui est
absurde.
Le “groupe de Grigorchuk” posse`de aussi cette proprie´te´. C’est le 2-groupe infini de type
fini qui apparaˆıt dans [Grig] ; voir aussi, par exemple, le the´ore`me VIII.42 de [Harp]. Ceci
s’e´tend a` tout groupe juste infini, c’est-a`-dire a` tout groupe infini dont tous les quotients
propres sont finis ; voir [SaSS], en particulier le chapitre re´dige´ par J. Wilson.
De meˆme pour le “groupe F de Thompson”, dont on sait que le groupe de´rive´ est d’une
part simple et d’autre part contenu dans tout sous-groupe normal non re´duit a` un e´le´ment
(the´ore`me 4.5 et preuve du the´ore`me 4.3 dans [CaFP]).
(xi) Nous de´montrons ci-dessous l’inde´composabilite´ des groupes de Coxeter irre´duc-
tibles infinis (corollaire de la proposition 1 et proposition 8).
(xii) Soit Γ un groupe non re´duit a` un e´le´ment qui est de pre´sentation finie et de
dimension cohomologique au plus 2. Alors Γ est ou bien inde´composable, ou bien un
produit direct de deux groupes libres. En effet, s’il existe deux sous-groupes Γ1,Γ2 de
Γ tels que Γ = Γ1 × Γ2, un re´sultat de Bieri implique que Γ1 et Γ2 sont de dimension
cohomologique au plus un [Bier, corollaire 8.6], de sorte que Γ1 et Γ2 sont libres par un
the´ore`me de Stallings (voir par exemple [Bier, theoreme 7.6]).
Voici deux familles d’exemples de groupes de dimension cohomologique au plus 2 : les
sous-groupes sans torsion des groupes a` un relateur ([Bier, the´ore`me 7.7], re´sultat duˆ a
Lyndon pour un groupe a` un relateur sans torsion), et les groupes fondamentaux des
varie´te´s non compactes de dimension 3, en particulier les groupes de noeuds (voir par
exemple [Serr], no 1.5 et lemme 5 du no 2.1).
Bagherzadeh a montre´ un re´sultat plus pre´cis : les seuls sous-groupes de´composables
des groupes a` un relateur sans torsion sont des produits directs d’un groupe cyclique infini
et d’un groupe libre (voir le corollaire 4.9 de [Bagh]). En particulier, tout sous-groupe
de´composable de type fini d’un groupe a` un relateur sans torsion est isomorphe a` Z2.
(xiii) Pour toute paire k, l d’entiers, k, l ≥ 2, le produit amalgame´
Ak,l = 〈a1, a2 | a
k
1 = a
l
2〉
est inde´composable ; re´pe´tons l’argument simple du livre de Kurosh.
Le groupe Ak,l est sans torsion, et son centre est cyclique infini engendre´ par a
k
1 = a
l
2
(ce sont des conse´quences imme´diates de re´sultats concernant les formes normales dans
les produits amalgame´s, voir par exemple le § 4.2 de [MaKS]). Si Ak,l = X × Y est une
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de´composition en produit direct et si (x, y) ∈ X × Y est l’e´criture du ge´ne´rateur ak1 du
centre de Ak,l, il en re´sulte que l’un de x, y est 1 ; sans restreindre la ge´ne´ralite´ de ce
qui suit, nous pouvons supposer que y = 1. Notons a1 = (x1, y1), a2 = (x2, y2) les
e´critures dans le produit X × Y des ge´ne´rateurs a1, a2 de Ak,l ; remarquons que le groupe
X [respectivement le groupe Y ] est engendre´ par x1 et x2 [resp. par y1 et y2]. Comme Y
est sans torsion et comme yk1 = y
l
2 = y = 1, nous avons y1 = y2 = 1. Il en re´sulte que Y
est re´duit a` un e´le´ment.
(xiv) Avec les notations de (xiii), conside´rons un entier k ≥ 2 et le produit direct
Γ = Ak,k × Ak+1,k+1 = 〈a1, a2 | a
k
1 = a
k
2〉 × 〈b1, b2 | b
k+1
1 = b
k+1
2 〉.
Posons a = ak1 = a
k
2 , qui est un ge´ne´rateur du centre de Ak,k, et b = b
k+1
1 = b
k+1
2 , qui est
un ge´ne´rateur du centre de Ak+1,k+1. Dans Γ, posons
c1 = ab
−1a1, c2 = ab
−1a2, c3 = ab
−1b1, c4 = ab
−1b2
c = ck1 = c
k
2 = c
k+1
3 = c
k+1
4 , d = ab
−1.
On ve´rifie que le sous-groupe C de Γ engendre´ par c1, c2, c3, c4 a un centre cyclique infini
engendre´ par c, et on montre comme en (xiii) que C est inde´composable.
L’inte´reˆt de cet exemple est le suivant : le groupe Ak,k × Ak+1,k+1 est isomorphe au
produit direct du groupe C et du groupe cyclique infini D engendre´ par d ; et les groupes
Ak,k, Ak+1,k+1, C,D, tous inde´composables, sont non isomorphes deux a` deux. En parti-
culier, le groupe de pre´sentation finie Ak,k × Ak+1,k+1 n’est pas uniquement directement
de´composable. Tout ceci apparaˆıt dans [Kuro, § 42], pour k = 2.
Cet exemple montre aussi qu’un re´seau dans un groupe de Lie re´el semi-simple peut
ne pas eˆtre uniquement directement de´composable. En effet, pour k ≥ 3, le quotient
〈a1, a2 | a
k
1 = a
k
2 = 1〉 de Ak,k par son centre est un re´seau dans le groupe de Lie PSL2(R) ;
c’est un groupe fuchsien qui posse`de un quadrilate`re fondamental dans le demi-plan de
Poincare´ ayant deux sommets oppose´s d’angle π/k et les deux autres sommets a` l’infini.
Le groupe Ak,k lui-meˆme est un re´seau dans le reveˆtement universel G˜ de PSL2(R). Par
suite, Ak,k × Ak+1,k+1 est un re´seau re´ductible dans le groupe de Lie semi-simple qui est
produit direct de deux copies de G˜.
Notons enfin que les groupes Ak,k×Ak+1,k+1 sont line´aires. En effet, bien que le groupe
G˜ ne soit pas line´aire, ses re´seaux Ak,k le sont (comparer avec la proposition de Toledo,
Millson et Gersten qui apparaˆıt au no IV.48 de [Harp]).
Citons plus brie`vement quelques exemples illustrant la notion d’unique de´composabilite´
directe.
(xv) Un groupe inde´composable est e´videmment uniquement directement de´composable.
Avec nos conventions, le groupe a` un e´le´ment est uniquement directement de´composable.
(xvi) Tout groupe fini est uniquement directement de´composable. C’est une conse´quence
imme´diate du the´ore`me de Wedderburn-Remak-Krull-Schmidt, mais un re´sultat non ba-
nal ! (Voir aussi ci-dessous la proposition 9.)
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(xvii) Un groupe abe´lien de type fini est uniquement directement de´composable (voir
par exemple [BouA’], chap. VII, § 4, no 8). Un groupe abe´lien libre est uniquement
directement de´composable ; par exemple, le groupe multiplicatifQ∗+, isomorphe a` la somme
restreinte de copies de Z indexe´es par les nombres premiers, est uniquement directement
de´composable. Une somme restreinte de groupes abe´liens de rang 1, c’est-a`-dire de sous-
groupes de Q, est uniquement directement de´composable. (C’est un re´sultat de Baer ; voir
par exemple [Fuch, Section 86].)
En revanche, les groupes abe´liens de rang fini sans torsion sont loins d’eˆtre tous unique-
ment directement de´composables. Par exemple, pour tout entier n ≥ 2, il existe des
groupes abe´liens de rang fini sans torsion A,A′, A1, . . . , An, inde´composables et non iso-
morphes deux a` deux, tels que A ⊕ A′ et A1 ⊕ · · · ⊕ An sont isomorphes. Pour ceci et
d’autres exemples de de´compositions non isomorphes, voir les § 90–91 de [Fuch] ; voir
aussi [Baum], de´ja` cite´ dans l’introduction.
Nous revenons a` des exemples inde´composables, et en particulier a` certains groupes de
Coxeter.
Proposition 1. Soit Γ un groupe posse´dant un sous-groupe normal abe´lien T avec les
proprie´te´s suivantes :
(i) il existe un entier d ≥ 1 tel que T est isomorphe a` Zd ;
(ii) l’action de Γ/T sur T est fide`le ;
(iii) la repre´sentation associe´e de Γ/T sur T ⊗Z Q ≈ Q
d est irre´ductible.
Alors Γ est inde´composable.
De´monstration. Montrons d’abord que tout sous-groupe normal abe´lienN de Γ est contenu
dans T .
Le sous-groupe [N, T ] de Γ est dans T et Γ/T -invariant. La proprie´te´ (iii) implique
qu’il est ou bien d’indice fini dans T ou bien re´duit a` un e´le´ment. S’il e´tait d’indice fini,
il existerait un entier k ≥ 1 tel que [N, T ] contienne un sous-groupe kT ≈ kZd ; par la
proprie´te´ (ii), N agirait non trivialement sur [N, T ] (qui est dans N), ce qui est impossible
puisque N est abe´lien. Donc [N, T ] = {1} ; il en re´sulte que l’action de N sur T est triviale,
de sorte que N ⊂ T par la proprie´te´ (ii).
Soient Γ1,Γ2 des sous-groupes de Γ tels que Γ = Γ1 × Γ2. Posons
N1 = {a ∈ Γ1 | il existe b ∈ Γ2 tel que (a, b) ∈ T},
N2 = {b ∈ Γ2 | il existe a ∈ Γ1 tel que (a, b) ∈ T},
N = N1 ×N2.
Alors N1 est un sous-groupe normal abe´lien de Γ1 et N2 un sous-groupe normal abe´lien de
Γ2, donc N est un sous-groupe normal abe´lien de Γ ; de plus, N contient T . Il re´sulte de
la maximalite´ de T e´tablie plus haut que N = T . La proprie´te´ (iii) implique que l’un des
facteurs N1, N2 est re´duit a` un e´le´ment ; convenons que N2 = {1}. Comme Γ2 centralise
N1, la proprie´te´ (ii) implique que Γ2 = {1}. 
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Corollaire. Un groupe de Coxeter irre´ductible de type affine est inde´composable.
De´monstration. Un groupe de CoxeterWa de type affine est un produit semi-direct Q⋊W ,
ou`W est un groupe de Weyl, en particulier un groupe fini, et Q le groupe des poids radiciels
correspondant, en particulier un groupe abe´lien libre de type fini ([BouL], chapitre 6, § 2,
no 1, proposition 1). De plus, les conditions suivantes sont e´quivalentes : (i) Wa est
irre´ductible comme groupe de Coxeter, (ii) W est irre´ductible comme groupe de Coxeter,
(iii) la repre´sentation de W dans Q⊗Z Q est irre´ductible ([BouL], chapitre 6, § 1, no 1 et
chapitre 5, § 3, no 7).
La proposition 1 s’applique donc a` la situation du corollaire. 
3. De´compositions de sous-groupes de groupes alge´briques
Il est bien connu qu’un groupe dont le centre est re´duit a` un e´le´ment posse`de au plus une
de´composition en produit direct d’un nombre fini de sous-groupes inde´composables. Nous
commenc¸ons par rappeler ce re´sultat et quelques-unes de ses conse´quences, notamment
le fait que la proprie´te´ d’inde´composabilite´ convenablement formule´e passe de certains
groupes topologiques a` leurs sous-groupes denses (voir aussi la proposition 9).
Nous notons Z(H) le centre d’un groupe H. Si H est sous-groupe d’un groupe G, nous
e´crivons H ′ son centralisateur dans G. Lorsque G est un produit direct A×B, nous avons
A′ = Z(A)×B. Si de plus Z(G) = {1}, alors A′ = B et A = B′.
Proposition 2. Soient G un groupe de centre re´duit a` un e´le´ment et G1, . . . , Gn des
sous-groupes inde´composables de G tels que G = G1 × · · · ×Gn.
Si A,B sont deux sous-groupes de G tels que G = A ×B, il existe une renume´rotation
des Gi et un entier m ∈ {0, . . . , n} tels que
A = G1 × · · · ×Gm et B = Gm+1 × · · · ×Gn.
De´monstration. Notons g = (g1, . . . , gn) l’e´criture d’un e´le´ment g ∈ G selon la de´compo-
sition G = G1 × · · · × Gn. Pour tout i ∈ I + {1, . . . , n}, notons πi : G −→ Gi, g 7−→ gi la
projection canonique. Posons Ai = A ∩Gi et Bi = B ∩Gi.
Nous affirmons que A = A1 × · · · × An, de sorte que Ai = πi(A) pour tout i ∈ I. En
effet, soit a = (a1, . . . , an) ∈ A. Comme a ∈ B
′, nous avons
[(a1, . . . , an), (b1, . . . , bn)] = ([a1, b1], . . . , [an, bn]) = (1, . . . , 1)
pour tout (b1, . . . , bn) ∈ B. Il en re´sulte que, pour i ∈ I, nous avons aussi [ai, bj] = 1
pour tous j ∈ J et bj ∈ Bj , et par suite ai ∈ B
′ = A. L’affirmation en re´sulte. De meˆme
B = B1 × · · · ×Bn et Bi = πi(B) pour tout i ∈ I.
Soit i ∈ I ; vu que G = A×B et [A,B] = 1, nous avons Gi = Ai×Bi. De plus, l’un des
groupes Ai, Bi est re´duit a` un e´le´ment parce que Gi est inde´composable. La proposition
en re´sulte. 
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Conse´quence. Un groupe G qui satisfait aux hypothe`ses de la proposition 2 est bien
suˆr uniquement directement de´composable, mais les sous-groupes inde´composables dont G
est le produit direct sont de plus uniquement de´termine´s comme sous-groupes (et non pas
seulement a` isomorphisme pre`s).
L’argument de la preuve pre´ce´dente est suffisamment robuste pour s’adapter a` d’autres
cas. Nous conside´rons ci-dessous un corps alge´briquement closK et des groupes alge´briques
de´finis sur K. Un tel groupe G est inde´composable s’il n’est pas produit direct de sous-
groupes alge´briques de manie`re non banale. Pour des raisons de dimension, tout G est
produit direct d’une famille finie de sous-groupes alge´briques inde´composables ; lorsque de
plus Z(G) = {1}, ces sous-groupes sont uniquement de´termine´s a` l’ordre pre`s.
Proposition 3. Soient G un groupe alge´brique de centre re´duit a` un e´le´ment et G1, . . . , Gn
des sous-groupes alge´briques inde´composables de G tels que G = G1 × · · · ×Gn. Soit Γ un
sous-groupe Zariski-dense de G.
Si A,B sont deux sous-groupes de Γ tels que Γ = A × B, il existe une renume´rotation
des Gi et un entier m ∈ {0, . . . , n} tels que
A ⊂ G1 × · · · ×Gm et B ⊂ Gm+1 × · · · ×Gn.
En particulier, si G est de plus inde´composable comme groupe alge´brique, c’est-a`-dire si
n = 1, tout sous-groupe Zariski-dense de G est inde´composable.
De´monstration (voir aussi l’exemple (x) du chapitre 2). Notons A et B les adhe´rences de
Zariski de A et B. Alors [A,B] = {1} ([Bore], no 2.4) ; de plus, A B est ferme´ dans G
([Bore], no 1.4), de sorte que G = A B. Comme A∩B est central dans G, cette intersection
est re´duite a` un e´le´ment et G est produit direct de A et B.
L’argument de la de´monstration pre´ce´dente montre que, apre`s renume´rotation e´ventuelle
des Gj , il existe un entier m ∈ {0, . . . , n} tel que A ⊂ A = G1 × · · · × Gm et B ⊂ B =
Gm+1 × · · · ×Gn. 
Exemple. Conside´rons le groupe Γ = Z ⋉ Z[1/pq], ou` p 6= 0, q ≥ 2 sont deux entiers
premiers entre eux, et ou` le ge´ne´rateur 1 de Z agit sur Z[1/pq] par multipication par p/q.
C’est un groupe me´tabe´lien de type fini ; dans le cas ou` |p| = 1, c’est aussi un groupe
de Baumslag-Solitar. Notons G le groupe des matrices triangulaires de la forme
(
a b
0 1
)
,
avec a ∈ C∗ et b ∈ C ; c’est un groupe alge´brique connexe inde´composable (parce que son
alge`bre de Lie l’est, puisque c’est l’alge`bre de Lie re´soluble non abe´lienne de dimension 2,
voir ci-dessous avant la proposition 6). Comme Γ est Zariski-dense dans G, il re´sulte de la
proposition 3 que Γ est inde´composable. En particulier, tout groupe de Baumslag-Solitar
re´soluble qui n’est pas abe´lien libre de rang deux est inde´composable. (Les autres groupes
de Baumslag-Solitar sont e´galement inde´composables ; voir l’exemple (xii) du chapitre 2.)
Avant de ge´ne´raliser ces propositions a` des cas avec centres, nour rappelons les points
suivants concernant la notion d’hypercentre.
Conside´rons a` nouveau un groupe G, sans autre structure. La suite centrale ascendante
de G est la suite (ζα(G))α, indexe´e par les ordinaux α, de´finie par re´currence transfinie
comme suit (ou` πβ de´signe la projection canonique de G sur G/ζ
β(G)) :
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si α = 0, alors ζ0(G) = {1} ;
si α = β + 1, alors ζα(G) = π−1β
(
Z(G/ζβ(G))
)
;
si α est un ordinal limite, alors ζα(G) =
⋃
β<α ζ
β(G).
Chaque ζα(G) est un sous-groupe caracte´ristique de G. L’hypercentre de G est la re´union
ζ↑(G) des ζα(G) ; il suffit de prendre la re´union sur l’ensemble des ordinaux dont le
cardinal ne de´passe pas celui de G. L’hypercentre de G est un sous-groupe normal tel que
Z(G/ζ↑(G)) = {1}, et qui est minimal pour cette proprie´te´. En particulier, ζ↑(G) = {1}
si et seulement si Z(G) = {1}.
Soit maintenant G un groupe alge´brique connexe. Son centre Z(G) = ζ1(G) est ou bien
de dimension strictement positive ou bien fini. Dans le second cas, ζ2(G) est ou bien de
dimension strictement positive ou bien fini, et alors e´gal a` Z(G) puisque tout sous-groupe
normal fini d’un groupe connexe est central. Plus ge´ne´ralement, pour tout entier k ≥ 1,
l’une au moins des deux relations
dim
(
ζk(G)
)
> dim
(
ζk−1(G)
)
, ζk+1(G) = ζk(G)
est vraie. Il en re´sulte qu’il existe un entier h tel que ζ↑(G) = ζh(G) ; en particulier
l’hypercentre de G est un sous-groupe alge´brique de G. De meˆme, l’hypercentre d’un
groupe de Lie re´el ou complexe connexe est un sous-groupe ferme´.
Proposition 4. Soient G un groupe, H = G/ζ↑(G) le quotient de G par son hypercentre et
π : G −→ H la projection canonique. Soient H1, . . . , Hn des sous-groupes inde´composables
de H tels que H = H1 × · · · ×Hn ; posons Gi = π
−1(Hi), de sorte que G = G1 · · ·Gn et
Gi ∩
∏
j 6=iGj = ζ
↑(G) pour tout i ∈ {1, . . . , n}.
Si A,B sont deux sous-groupes de G tels que G = A ×B, il existe une renume´rotation
des Gi et un entier m ∈ {0, . . . , n} tels que
A ⊂ G1 · · ·Gm et B ⊂ Gm+1 · · ·Gn.
De´monstration. Il est e´vident que H = π(A)π(B). Par ailleurs, tout e´le´ment de π(A)
commute a` tout e´le´ment de π(B) ; par suite, tout e´le´ment de π(A)∩π(B) commute a` tout
e´le´ment de π(A)π(B). Comme Z(H) = {1}, il en re´sulte que H est produit direct de ses
sous-groupes π(A) et π(B).
La proposition 4 est donc une conse´quence imme´diate de la proposition 2. 
Proposition 5. Soient G un groupe alge´brique, H = G/ζ↑(G) le quotient de G par
son hypercentre et π : G −→ H la projection canonique. Soit H = H1 × · · · × Hn la
de´composition canonique de H en produit de sous-groupes alge´briques inde´composables ;
posons Gi = π
−1(Hi), de sorte que G = G1 · · ·Gn et Gi ∩
∏
j 6=iGj = ζ
↑(G) pour tout
i ∈ {1, . . . , n}. Soit Γ un sous-groupe Zariski-dense de G.
Si A,B sont deux sous-groupes de Γ tels que Γ = A × B, il existe une renume´rotation
des Gi et un entier m ∈ {0, . . . , n} tels que
A ⊂ G1 · · ·Gm et B ⊂ Gm+1 · · ·Gn.
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En particulier, si de plus H est inde´composable comme groupe alge´brique, l’un des fac-
teurs A,B est contenu dans l’hypercentre ζ↑(G).
De´monstration. Nous avons π(A) = π(A), π(B) = π(B) et [π(A), π(B)] = {1} ([Bore],
nume´ros 1.4 et 2.4). L’argument de la de´monstration de la proposition 3 montre que
H = π(A)× π(B).
La proposition 5 est alors une conse´quence imme´diate de la proposition 3. 
Exemple. La proposition 5 s’applique a` un groupe re´ductif G tel que G/Z(G) soit simple,
donc en particulier au groupe GLn(K) ; c’est alors la proposition 10 de [Mari].
Exemple. Un groupe alge´brique connexe inde´composable dont le centre n’est pas re´duit
a` un e´le´ment peut contenir un sous-groupe Zariski-dense de´composable. Conside´rons en
effet le groupe G = SL4(C). Notons A le noyau de la re´duction SL4(Z) −→ SL4(Z/3Z)
modulo 3 et B le centre {±1} de SL4(Z). Alors le produit direct Γ = A × B est un
sous-groupe Zariski-dense de G. (Voir ne´anmoins le chapitre 5 sur la c-inde´composabilite´.)
Pour appliquer les propositions 3 et 5, il convient de disposer du crite`re d’inde´compo-
sabilite´ suivant pour les groupes alge´briques. Rappelons qu’une alge`bre de Lie g est
inde´composable si g 6= {0} et si, pour tout isomorphisme de g avec un produit d’alge`bres
de Lie a× b, l’une de a, b est re´duite a` ze´ro.
Crite`re. Pour qu’un groupe alge´brique connexe G soit inde´composable, il suffit que son
alge`bre de Lie le soit.
Strate´gie. Soient K un corps alge´briquement clos, G un groupe alge´brique connexe a`
centre fini dont l’alge`bre de Lie g est inde´composable, Γ un sous-groupe de G et Γ = A×B
une de´composition en produit direct.
Il re´sulte du crite`re ci-dessus et des propositions qui pre´ce`dent que, si Γ est Zariski-dense
dans G, l’un des groupes A,B est central d’ordre majore´ par l’ordre du centre de G.
Supposons de plus que G est un L-groupe, ou` L est un sous-corps de K, et que Γ est
un sous-groupe du groupe G(L) des points rationnels. Supposons aussi que L est un corps
parfait, de sorte que G(L) est Zariski-dense dans G (corollaire 18.3 de [Bore]). Si Γ est
Zariski-dense dans G(L), alors de meˆme l’un des groupes A,B est central d’ordre majore´
par l’ordre du centre de G(L).
Il y a des exemples imme´diats d’alge`bres de Lie inde´composables : une alge`bre de Lie
simple, une alge`bre de Lie non abe´lienne de dimension 2, une alge`bre de Lie nilpotente
a` centre de dimension 1. Voici deux autres familles : pour tout entier n ≥ 1, le produit
semi-direct standard Cn⋊gln(C) est inde´composable ; une alge`bre de Lie isomorphe a` une
sous-alge`bre de Lie parabolique d’une alge`bre de Lie complexe simple est inde´composable ;
voir les the´ore`mes 4.2 et 4.7 de [Meng].
Nous verrons au nume´ro suivant une famille d’exemples d’alge`bres de Lie re´elles inde´-
composables permettant d’appliquer aux groupes de Coxeter la strate´gie ci-dessus.
Digression. Une alge`bre de Lie g de dimension finie (sur un corps arbitraire) s’e´crit comme
produit direct d’alge`bres inde´composables (la ve´rification par re´currence sur la dimension
est de pure routine). De plus, il y a unicite´ au sens de la proposition suivante, du type
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Wedderburn-Remak-Krull-Schmidt-Azumaya. Bien que ce soit un re´sultat classique, nous
n’avons pas su en trouver dans la litte´rature la formulation qui nous convient.
Proposition 6. Soient g une alge`bre de Lie de dimension finie sur un corps K et
(*) g = a1 ⊕ · · · ⊕ am = b1 ⊕ · · · ⊕ bn
deux de´compositions de g en produits directs d’ide´aux inde´composables.
Alors m = n et il existe une permutation σ de {1, . . . , m} telle que aj et bσ(j) sont
isomorphes pour tout j ∈ {1, . . . , m}.
De´monstration. C’est un re´sultat tout a` fait standard qu’il y a unicite´ de la de´composition
de g en sous-g-modules inde´composables (voir par exemple le “the´ore`me de Krull-Schmidt-
Azumaya”, no 19.21 dans [Lam], applique´ a` l’alge`bre enveloppante de g).
Pour une application line´aire entre deux ide´aux de g, les conditions d’eˆtre un morphisme
de g-module et d’eˆtre un morphisme d’alge`bres de Lie sont diffe´rentes. Toutefois, les
isomorphismes fournis par la preuve du the´ore`me invoque´ sont des compositions d’injections
et de projections canoniques associe´es aux de´compositions de (*) ; ce sont donc a` la fois
des morphismes de g-modules et des morphismes d’alge`bres de Lie. Par suite, le the´ore`me
standard fournit bien des isomorphismes d’alge`bres de Lie aj −→ bσ(j). 
4. Groupes de Coxeter et groupes d’Artin
Soient E un espace vectoriel re´el de dimension finie et B une forme biline´aire syme´trique
sur E. Notons rB la dimension du noyau
Ker(B) = {v ∈ E | B(v, w) = 0 pour tout w ∈ E}
de B ; soit pB [respectivement qB ] la dimension maximale d’un sous-espace U de E tel
que B(u, u) > 0 [resp. B(u, u) < 0] pour tout u ∈ U , u 6= 0. On sait que pB + qB + rB
est la dimension de E, de´sormais note´e nB, et nous appelons signature de B le triplet
(pB, qB , rB). Conside´rons le groupe alge´brique
Of(B) =
{
g ∈ GL(E)
∣∣∣∣∣ B(gv, gw) = B(v, w) pour tout v, w ∈ E etgv = v pour tout v ∈ Ker(B)
}
,
qui est un produit semi-direct de la forme (RpB+qB)rB ⋊O(pB, qB).
Son alge`bre de Lie of(B) est isomorphe a` l’alge`bre de Lie des (nB × nB)-matrices
d’e´criture par blocs 
 a b 0c d 0
x y 0


relativement a` la de´composition nB = pB + qB + rB, avec(
ta tc
tb td
)(
Ip 0
0 −Iq
)
+
(
Ip 0
0 −Iq
)(
a b
c d
)
= 0
(les pre´fixes t indiquent des transpositions, et Ip la (p× p)-matrice unite´).
Lorsque pB + qB ≥ 3, on ve´rifie que le centre de Of(B) est le groupe ± IdE d’odre 2, et
qu’il co¨ıncide avec son hypercentre.
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Proposition 7. Conservons les notations ci-dessus ; supposons de plus
pB + qB ≥ 2 et (pB , qB, rB) 6= (4, 0, 0), (2, 2, 0), (0, 4, 0).
Alors l’alge`bre de Lie of(B) est inde´composable.
Remarques. Si pB + qB ≤ 1, l’alge`bre de Lie of(B) est abe´lienne. Par ailleurs, les alge`bres
de Lie so(4) = so(3) × so(3) et so(2, 2) = so(2, 1) × so(2, 1) ≈ sl2(R) × sl2(R) sont
de´composables. Notons que so(3, 1) = so(1, 3) ≈ sl2(C) est simple (il faut voir ici sl2(C)
comme une alge`bre de Lie re´elle), meˆme si l’alge`bre de Lie complexifie´e ne l’est pas.
De´monstration. Si rB = 0 et (pB, qB) 6= (4, 0), (2, 2), (0, 4), l’alge`bre de Lie of(B) =
so(pB, qB) est ou bien simple (si pB + qB ≥ 3) ou bien de dimension un (si pB + qB = 2),
donc inde´composable dans tous ces cas. Supposons de´sormais rB ≥ 1.
Comme les signatures (qB , pB, rB) et (pB , qB, rB) donnent lieu a` des alge`bres de Lie
isomorphes, nous pouvons aussi supposer pB ≥ qB sans restreindre la ge´ne´ralite´ de ce qui
suit. Soient a, b deux ide´aux de of(B) tels que of(B) = a × b ; il s’agit de montrer que
a = 0 ou b = 0. Nous se´parons la discussion en trois cas.
(i) Cas ou` pB + qB ≥ 3 et (pB, qB) 6= (4, 0), (2, 2). Soit s une sous-alge`bre de Levi de
of(B) ; c’est une alge`bre de Lie simple. Sa projection sur a est ou bien isomorphe a` s
ou bien nulle, et de meˆme pour sa projection sur b. Supposons les notations telles que
sa projection sur b soit nulle, c’est-a`-dire telles que l’alge`bre de Lie b soit re´soluble. Une
ve´rification de routine e´tablit que l’alge`bre de Lie of(B) est parfaite (rappelons qu’une
alge`bre de Lie est dite parfaite si elle co¨ıncide avec son ide´al de´rive´). L’alge`bre de Lie b
est donc re´soluble et parfaite, c’est-a`-dire re´duite a` ze´ro.
(ii) Cas ou` pB + qB = 2. L’alge`bre of(B), re´soluble, correspond aux matrices de la
forme

 0 c 0c 0 0
x y 0

 avec c ∈ R et x, y ∈ RrB . Son radical nilpotent n, correspondant aux
matrices pour lesquelles c = 0, est de codimension 1 ; il se projette donc surjectivement
sur au moins l’un des facteurs a, b. Ce facteur e´tant a` la fois nilpotent et parfait (puisque
n = [of(B), of(B)]), il est re´duit a` ze´ro, et of(B) est bien inde´composable.
(iii) Cas ou` (pB , qB) = (4, 0) ou (pB, qB) = (2, 2). Notons a` nouveau s une sous-alge`bre
de Levi de of(B) ; elle posse`de deux ide´aux simples isomorphes u et v tels que s = u × v.
Vu l’argument du cas (i), il suffit de conside´rer ici le cas ou` la projection de s sur a serait
isomorphe a` u et sa projection sur b isomorphe a` v ; nous allons montrer que ce cas ne se
produit pas.
En effet, le facteur a posse`derait une sous-alge`bre simple de dimension trois centra-
lisant le radical re´soluble du facteur b, et de meˆme pour le facteur b et sa sous-alge`bre
simple v centralisant le radical re´soluble de a. La repre´sentation naturelle (par restriction
de la repre´sentation adjointe) de s sur le radical re´soluble de of(B) contiendrait donc des
sous-repre´sentations irre´ductibles non fide`les. Or ceci est absurde, car les sous-espaces
irre´ductibles de l’action de s = so(pB, qB) sur le radical re´soluble (R
pB+qB )rB sont tous
isomorphes au so(pB , qB)-module fide`le R
pB+qB . 
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Soit (W,S) un syste`me de Coxeter, avec S fini. Notons E l’espace vectoriel RS et B
la forme de Tits associe´e a` (W,S). Alors W posse`de une repre´sentation ge´ome´trique sur
E pour laquelle la forme B est invariante. Cette repre´sentation est fide`le, et fournit donc
une injection W ⊂ Of(B), ou` Of(B) est le groupe alge´brique introduit plus haut ; de plus
W est un sous-groupe discret du groupe des points re´els de Of(B).
Le groupe W est dit irre´ductible si le graphe de Coxeter associe´ au syste`me (W,S) est
connexe. Dans ce cas, la repre´sentation ge´ome´trique de W est inde´composable ; de plus,
les trois conditions suivantes sont e´quivalentes : cette repre´sentation est irre´ductible, elle
est absolument irre´ductible, le noyau de B est re´duit a` ze´ro.
Pour tout ceci, voir [BouL], chapitre 5, § 4.
Rappelons quelques proprie´te´s de la signature (pB , qB, rB) de B lorsque W est irre´-
ductible ; nB = pB + qB + rB de´signe comme plus haut la dimension de E, c’est-a`-dire le
cardinal de S.
◦ pB = nB si et seulement si W est fini ;
◦ pB = nB − 1 et rB = 1 si et seulement si W est infini et contient un sous-groupe
abe´lien libre d’indice fini (W est alors dit de type affine) ;
◦ si qB = 0, alors rB ≤ 1 ;
◦ si nB ≤ 4, alors pB ≥ nB − 1 ; en particulier, (pB, qB , rB) 6= (2, 2, 0) ;
◦ si nB ≥ 4, alors pB ≥ 3 ;
voir [BouL] pour les trois premie`res proprie´te´s, et [Par1] pour les deux dernie`res.
La proposition suivante apparaˆıt dans [Par2].
Proposition 8. Soit (W,S) un syste`me de Coxeter, avec S fini.
(i) Si W est irre´ductible infini, W est inde´composable.
(ii) Si W est irre´ductible infini non affine, tout sous-groupe d’indice fini de W est
inde´composable.
(iii) Dans tous les cas, W est uniquement directement de´composable.
De´monstration. Notons que l’assertion (i) pour W de type affine est une re´pe´tition du
corollaire de la proposition 1.
Soit G le graphe de Coxeter associe´ a` la paire (W,S). Notons G1, . . . ,Gk les composantes
connexes de ce graphe et W1, . . . ,Wk les groupes de Coxeter correspondants, qui sont les
composantes irre´ductibles du groupe W , et dont W est produit direct. Ceux des Wi qui
sont infinis ont un centre re´duit a` un e´le´ment ([BouL], chapitre 5, § 4, exercice 3). Si Wi
est infini et de plus n’est pas de type affine, alors Wi est Zariski-dense dans un groupe du
type Of(Bi) [BeHa] ; il en re´sulte en particulier que le centre de tout sous-groupe d’indice
fini de Wi est encore re´duit a` un e´le´ment.
Il suffit donc d’appliquer la proposition 5 pour de´montrer les assertions (i) et (ii).
L’assertion (iii) re´sulte de la proposition 2 lorsque les Wi sont des groupes de Coxeter
a` centres triviaux (par exemple sont tous des groupes de Coxeter infinis) ; pour le cas
ge´ne´ral, nous invoquons la proposition 9. 
La proposition suivante est un cas particulier du “the´ore`me fondamental” du § 47
de [Kuro].
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Proposition 9. Conside´rons un entier m ≥ 1, des groupes inde´composables Γ1, . . . ,Γm
et le produit direct Γ = Γ1 × · · · × Γm ; supposons
5 que le centre de Γ est fini. Alors Γ est
uniquement directement de´composable.
Soient W un groupe de Coxeter fini irre´ductible d’un des types A,D,E et Γ le groupe
d’Artin correspondant, de quotient W . I. Marin a montre´ qu’il existe un entier d et une
repre´sentation irre´ductible de Γ dans GLd(C) d’image Zariski-dense. La proposition 5
permet donc une autre de´monstration du re´sultat suivant de [Mari].
Proposition 10. Soit Γ0 un sous-groupe d’indice fini dans un groupe d’Artin Γ comme
ci-dessus. Si Γ0 est directement de´composable, alors Γ0 est produit direct de deux facteurs
inde´composables exactement, dont l’un est central.
En utilisant un autre type d’argument, Paris a montre´ que tout groupe d’Artin irre´duc-
tible de type sphe´rique est inde´composable (voir la proposition 4.2 de [Par3]).
Conside´rons en particulier le cas du groupe d’Artin Bn des tresses a` n ≥ 2 brins. On
sait que le centre de Bn est cyclique infini ; plus ge´ne´ralement, tout sous-groupe d’indice
fini Γ de Bn posse`de un centre Z(Γ) = Z(Bn) ∩ Γ qui est d’indice fini dans Z(Bn) ≈ Z.
Par suite, si un tel groupe Γ n’est pas inde´composable, alors Γ est produit direct d’un
groupe inde´composable Γ1 et de son centre isomorphe a` Z ; de plus, Γ1 est isomorphe au
quotient de Γ par son centre, et sa classe d’isomorphisme est donc de´termine´e par celle de
Γ. En particulier, Γ est uniquement directement de´composable.
Ceci s’applique au groupe Pn des tresses pures pour tout n ≥ 3. En effet, nous avons
une suite d’extensions scinde´es
(♯) {1} −→ Fn−1 −→ Pn
πn−→ Pn−1 −→ {1}
telles que l’image par πn du centre de Pn co¨ıncide avec le centre de Pn−1 (le noyau Fn−1 de
πn est un groupe libre a` n− 1 ge´ne´rateurs). De´finissons par re´currence une suite (Qn)n≥2
de sous-groupes des Pn en posant Q2 = {1} et Qn = π
−1
n (Qn−1) pour n ≥ 3. (Notons
que Q3 = P3 est un groupe non abe´lien libre a` deux ge´ne´rateurs. Notons aussi que, pour
n ≥ 3, Qn de´pend du brin choisi pour de´finir l’extension (♯) ci-dessus, et n’est donc pas
uniquement de´fini comme sous-groupe de Pn.) Il est facile de ve´rifier que Pn est produit
direct de son centre, cyclique infini, et du groupe Qn, inde´composable.
5. Variation sur la notion d’inde´composabilite´
Un groupe Γ est dit c-de´composable s’il existe deux sous-groupes normaux infinis Γ1,Γ2
de Γ tels que Γ1 ∩ Γ2 est fini et Γ1Γ2 d’indice fini dans Γ. Un groupe qui n’est pas c-
de´composable est dit c-inde´composable. (Voir [Marg], chap. IX, no 2.2 ; nous e´crivons
“c-de´composable” ou` Margulis e´crit “de´composable”. La lettre “c” est l’initiale de “com-
mensurable”.)
5Cette hypothe`se ne peut en aucun cas eˆtre omise, comme le montrent plusieurs des exemples de´ja` cite´s
(nos (xiv) et (xvii) du chapitre 2). Le point important est que tout sous-groupe du centre de Γ posse`de
une se´rie principale de sous-groupes normaux.
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Soient Γ un groupe, Γ0 un sous-groupe d’indice fini, et F un sous-groupe normal fini
de Γ. Il est facile de ve´rifier que les trois conditions suivantes sont e´quivalentes : Γ est
c-inde´composable, Γ0 est c-inde´composable, Γ/F est c-inde´composable.
Soit A un ensemble fini non vide. Pour tout α ∈ A, soient kα un corps local et Gα un
kα-groupe alge´brique connexe, presque kα-simple, et tel que le groupe Gα(kα) n’est pas
compact. Soient G le produit direct
∏
α∈AGα(kα) et Γ un re´seau dans G. Alors Γ est
c-inde´composable (comme groupe abstrait) si et seulement si Γ est irre´ductible (comme
re´seau dans G) ; voir [Marg], chap. IX, no 2.3.
Remarque. Soit ∆ un groupe re´siduellement fini qui posse`de un sous-groupe d’indice fini
Γ he´re´ditairement inde´composable, ce qui veut dire que tout sous-groupe d’indice fini de
Γ est inde´composable. Alors ∆ est c-inde´composable.
En effet, soient ∆1,∆2 deux sous-groupes normaux de ∆ tels que ∆1 ∩ ∆2 est fini et
∆1∆2 d’indice fini dans ∆. Il s’agit de montrer que l’un des groupes ∆1,∆2 est fini. Pour
j = 1, 2, posons Γ′j = ∆j ∩ Γ. Vu l’hypothe`se de finitude re´siduelle, nous pouvons choisir
un sous-groupe d’indice fini Γj de Γ
′
j (j = 1, 2) de telle sorte que que Γ1∩Γ2 = {1}. Quitte
a` remplacer a` nouveau Γj par un sous-groupe d’indice fini, nous pouvons supposer de plus
que Γ1×Γ2 est un sous-groupe de Γ. Les hypothe`ses impliquent alors que l’un des groupes
Γ1,Γ2 est fini, de sorte que le groupe ∆j correspondant est aussi fini.
6. Conditions Max et Min
Un groupe satisfait a` la condition Max-n si toute chaˆıne ascendante de sous-groupes nor-
maux de Γ est ultimement stationnaire, et a` la conditionMin-n si toute chaˆıne descendante
de sous-groupes normaux est ultimement stationnaire. On de´finit de meˆme les conditions
Max-fd et Min-fd, en termes de facteurs directs. Un groupe satisfaisant a` l’une de ces quatre
conditions est e´videmment produit direct d’un nombre fini de groupes inde´composables.
Un groupe satisfaisant6 aux deux conditions Max-n et Min-n est uniquement directement
de´composable : c’est le the´ore`me de Wedderburn-Remak-Krull-Schmidt ; voir par exemple
le dernier the´ore`me du § 47 de [Kuro], ou le the´ore`me 6.36 de [Rotm], ou le the´ore`me
4.8 de [Suzu, Chap. 2]. Les exemples de Baumslag cite´s dans l’introduction montrent
qu’un groupe satisfaisant la seule condition Max-n n’est pas ne´cessairement uniquement
directement de´composable, puisqu’un groupe polycyclique satisfait meˆme la condition de
chaˆıne ascendante pour les sous-groupes (non ne´cessairement normaux).
Notons qu’un groupe de Coxeter infini ne posse`de jamais la proprie´te´ Min-n. Plus
ge´ne´ralement, un groupe infini re´siduellement fini ne posse`de pas cette proprie´te´. Or les
groupes de Coxeter sont re´siduellement finis : c’est en effet un fait ge´ne´ral, connu sous le
nom de “lemme de Mal’cev”, que tout groupe line´aire de type fini est re´siduellement fini ;
pour l’esquisse d’un argument valant pour les groupes de Coxeter, voir [BouL], chapitre 5,
§ 4, exercice 9.
Nous allons montrer qu’un groupe de Coxeter qui n’est pas virtuellement abe´lien ne
posse`de jamais la proprie´te´ Max-n. Il re´sulte ne´anmoins de la proposition 8 qu’un groupe
de Coxeter posse`de les proprie´te´s Min-fd et Max-fd.
6Autrement dit : un groupe posse´dant une suite de composition distingue´e principale, selon la termi-
nologie de Bourbaki ([BouA], chapitre I, § 4, exercice 17).
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Lemme. (i) Un quotient d’un groupe qui satisfait la condition Max-n la satisfait aussi.
(ii) Un sous-groupe d’indice fini d’un groupe qui satisfait la condition Max-n la satisfait
aussi.
(iii) Un groupe libre non abe´lien ne satisfait pas la condition Max-n.
De´monstration. L’assertion (i) est banale et l’assertion (ii) est un re´sultat de [Wil1].
C’est une conse´quence imme´diate de la de´finition qu’un groupe Γ satisfait la condition
Max-n si et seulement si tout sous-groupe normal de Γ peut eˆtre engendre´ comme sous-
groupe normal par un ensemble fini. Il re´sulte de l’existence de groupes a` deux ge´ne´rateurs
qui ne sont pas de pre´sentation finie [Neum] que le groupe libre de rang deux ne satisfait
pas la condition Max-n, et donc de (i) qu’un groupe libre non abe´lien de rang quelconque
ne la satisfait pas non plus. 
Proposition 11. Un groupe de Coxeter qui n’est pas virtuellement abe´lien ne satisfait pas
la condition Max-n.
De´monstration. Selon un re´sultat e´tabli inde´pendamment dans [Gonc] et [MaVi] un groupe
de Coxeter qui n’est pas virtuellement abe´lien posse`de un sous-groupe d’indice fini qui
se surjecte sur un groupe libre non abe´lien. La proposition est alors une conse´quence
imme´diate du lemme pre´ce´dent. 
7. Groupes a` quotients majore´s
Soit n un entier, n ≥ 2. Un groupe Γ est dit a` quotients n-majore´s, ou n-QM, si tout
sous-groupe de type fini ∆ 6= {1} de Γ posse`de un sous-groupe normal propre d’indice au
plus n. Un groupe Γ est dit a` quotients majore´s s’il existe un entier n ≥ 2 pour lequel il
est a` quotients n-majore´s. Nous collectons quelques exemples et proprie´te´s simples relatifs
a` cette notion.
(i) Un groupe fini est e´videmment un groupe a` quotients majore´s.
Pour un nombre premier p, un groupe qui est re´siduellement un p-groupe fini est p-QM.
En particulier, les groupes abe´liens libres et les groupes non abe´liens libres sont 2-QM.
Le groupe ⊕p∈PZ/pZ, ou` P de´signe l’ensemble des nombres premiers, n’est pas QM.
Plus ge´ne´ralement, un groupe contenant des sous-groupes simples d’ordres arbitrairement
grands n’est pas QM.
(ii) Pour la de´finition de la proprie´te´ QM, l’exemple qui suit montre qu’on ne pourrait
pas omettre la condition sur ∆ d’eˆtre de type fini sans changer la notion.
Rappelons d’abord un fait e´le´mentaire : soient p un nombre premier et A un groupe
abe´lien dans lequel tout e´le´ment d’une part est divisible par p et d’autre part a un ordre
qui est une puissance de p ; alors A est un groupe divisible. En effet, soient a ∈ A et ℓ un
nombre premier distinct de p ; soit n tel que a soit d’ordre pn, et soient s, t ∈ Z tels que
sℓ+ tpn = 1 ; si on pose b = as, alors bℓ = asℓ
(
ap
n)t
= a.
En particulier, le groupe Γ = Z[1/p]/Z est divisible, et n’a donc aucun sous-groupe
propre d’indice fini. Toutefois, un sous-groupe propre de type fini de Γ est un sous-groupe
(p−kZ)/Z, qui est cyclique d’ordre pk, pour un entier k ≥ 1 convenable. Par suite, Γ est
p-QM.
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(iii) Il est e´vident que tout sous-groupe d’un groupe n-QM est aussi n-QM. Une somme
restreinte (finie ou infinie) de groupes est n-QM si et seulement si chaque facteur est n-QM.
(iv) Soit Γ un groupe qui s’inse`re dans une extension
{1} −→ Γ′ −→ Γ
π
−→ Γ′′ −→ {1}.
Si Γ′ est n′-QM et si Γ′′ est n′′-QM, alors Γ est max(n′, n′′)-QM.
En effet, soit ∆ un sous-groupe de type fini de Γ. Si ∆ ⊂ Γ′, alors ∆ posse`de un
sous-groupe normal propre d’indice fini au plus n′. Sinon, soit ∆′′0 un sous-groupe normal
propre d’indice k ≤ n′′ de π(∆) ; alors π−1(∆′′0) est un sous-groupe normal propre d’indice
k dans ∆.
En particulier, si un groupe Γ posse`de un sous-groupe normal d’indice fini qui est a`
quotients majore´s, alors Γ est e´galement a` quotients majore´s.
(v) Pour les groupes de type fini, aucune des proprie´te´s “QM” et “re´siduellement fini”
n’implique l’autre, comme le montrent les conside´rations suivantes.
D’une part, soit S un groupe non abe´lien et T un groupe infini. Le produit en couronne
Γ = S ≀ T n’est pas re´siduellement fini (the´ore`me 3.2 de [Grue]). Si S et T sont deux
groupes qui sont de type fini et n-QM pour un entier n, il re´sulte de (iii) et (iv) que le
groupe de type fini Γ est aussi n-QM. [Voir aussi (vi) ci-dessous.]
D’autre part, tout groupe de´nombrable re´siduellement fini se plonge dans un groupe de
type fini et re´siduellement fini [Wil2]. Il re´sulte donc de (i) et (iii) qu’il existe des groupes
de type fini re´siduellement finis qui ne sont pas QM.
(vi) Rappelons un exemple de groupe re´soluble de type fini duˆ a` P. Hall [HalP].
Soient R est un anneau commutatif avec unite´, dont nous notons R∗ le groupe des
unite´s, et R0 un sous-groupe additif de R. Posons
G(R) =

 1 R R0 R∗ R
0 0 1

 et Z(R0) =

 1 0 R00 1 0
0 0 1

 .
Le groupe G(R) est re´soluble de classe 3, son centre s’identifie a` Z(R), et Z(R0) est un
sous-groupe central de G(R).
Soit p un nombre premier ; le groupe multiplicatif pZ est un sous-groupe d’indice deux
dans le groupe des unite´s de Z[1/p]. Le groupe
G+(Z[1/p]) =

 1 Z[1/p] Z[1/p]0 pZ Z[1/p]
0 0 1

 ,
qui est d’indice deux dans G(Z[1/p]), est engendre´ par les trois matrices
 1 0 00 p 0
0 0 1

 ,

 1 1 00 1 0
0 0 1

 et

 1 0 00 1 1
0 0 1

 .
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Notons α˜ l’automorphisme exte´rieur de G+(Z[1/p]) obtenu en conjugant les matrices par
la matrice diagonale de coefficients diagonaux p, 1, 1. On ve´rifie que α˜(Z(Z)) = Z(pZ) est
d’indice p dans Z(Z).
L’exemple de Hall est le quotient H de G+(Z[1/p]) par Z(Z). L’automorphisme α˜ de
G+(Z[1/p]) induit un endomorphisme α de H qui est surjectif de noyau Z(p
−1Z)/Z(Z),
c’est-a`-dire de noyau cyclique d’ordre p. En particulier, le groupe H est de type fini,
re´soluble (c’est meˆme une extension centrale d’un groupe me´tabe´lien) et non Hopfien.
Nous avons une suite exacte courte
{1} −→ Z[1/p]/Z −→ H −→ G+(Z[1/p])/Z(Z[1/p]) −→ {1}
dont le noyau est le groupe p-QM de l’exemple (ii). Le quotient de la suite exacte, isomor-
phe a` Z⋉ (Z[1/p])2, est un groupe line´aire de type fini, et c’est donc aussi un groupe QM
(argument direct, ou proposition 12 ci-dessous). Il re´sulte de (iv) que le groupe de type
fini non Hopfien H est un groupe QM.
(vii) Notre inte´reˆt pour la proprie´te´ QM vient du fait que les groupes line´aires de type
fini l’ont.
Proposition 12. Soit Γ un groupe de type fini qui est line´aire, c’est-a`-dire qui est un
sous-groupe de GLd(K) pour un entier d et un corps K convenables. Alors il existe un
nombre premier p tel que Γ posse`de un sous-groupe d’indice fini qui est re´siduellement un
p-groupe fini.
En particulier, Γ est un groupe a` quotients majore´s.
De´monstration. Soit A le sous-anneau de K engendre´ par les coefficients matriciels des
e´le´ments d’un syste`me fini de ge´ne´rateurs de Γ ; c’est un anneau commutatif inte`gre de
type fini. Soit m un ide´al maximal de A ; le quotient A/m est un corps fini (voir par
exemple [BoAC’], chapitre 5, § 3, no 4, corollaire 1 du the´ore`me 3) dont nous notons p
la caracte´ristique. Pour tout entier k ≥ 0, notons Nk le noyau de l’application naturelle
GLd(A) −→ GLd(A/m
k).
L’intersection des ide´aux mk est re´duite a` ze´ro (re´sultat de Krull, voir par exemple
[BoAC], chap. 3, § 3, no 2), et donc l’intersection des sous-groupes Nk est re´duite a` un
e´le´ment. Par ailleurs, le quotient Nk/Nk+1 est fini pour tout k ≥ 0, et c’est un p-groupe
abe´lien e´le´mentaire pour tout k ≥ 1. Il en re´sulte queN1 est re´siduellement un p-groupe fini
qui est d’indice fini dans GLd(A), et par conse´quent que Γ∩N1 est de meˆme re´siduellement
un p-groupe fini qui est d’indice fini dans Γ.
La seconde assertion de la proposition re´sulte alors des points (i) et (iv) ci-dessus. 
8. Majorations de nombres de facteurs directs
L’objet de ce nume´ro est d’apporter dans certains cas une pre´cision quantitative aux
proprie´te´s Min-fd et Max-fd de´finies au nume´ro 6.
Soit Γ un groupe. Pour un entier n ≥ 1, notons Kn(Γ) l’intersection de tous les sous-
groupes normaux de Γ d’indices au plus n et kn(Γ) l’indice de Kn(Γ) dans Γ.
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(i) Pour un produit direct, nous avons Kn(
∏m
j=1 Γj) =
∏m
j=1Kn(Γj) et kn(
∏m
j=1 Γj) =∏m
j=1 kn(Γj). Par exemple : kn(Z
m) = nm pour tout m ≥ 1.
Si Γ est simple infini, alors kn(Γ) = 1 pour tout n ≥ 1.
(ii) Soit π : Γ −→ ∆ un epimorphisme. Alors Kn(Γ) ⊂ π
−1(Kn(∆)) et kn(Γ) ≥ kn(∆).
En particulier kn(Γ) ≤ kn(Fg) pour un groupe Γ a` g ge´ne´rateurs.
Pour une majoration grossie`re de kn(Fg), notons que logn(kn(Fg)) ≤ s
⊳
n (Fg), et rap-
pelons que les re´sultats du chapitre 2 de [LuSe] fournissent une majoration du nombre
s⊳n (Fg) des sous-groupes normaux d’indices au plus n dans Fg.
(iii) Soit Γ = Γ1×· · ·×Γm ; supposons que Γ posse`de un syste`me de g ge´ne´rateurs. No-
tonsm0 le nombre des indices j ∈ {1, . . . , m} tels que kn(Γj) ≥ 2. Il re´sulte imme´diatement
des points (i) et (ii) ci-dessus que m0 ≤ log2(kn(Fg)).
The´ore`me 13. Soit Γ un groupe qui posse`de un syste`me de g ge´ne´rateurs et qui est un
produit Γ = Γ1 × · · · × Γm, de groupes non re´duits a` {1}. S’il existe un entier n ≥ 2 tel
que Γ est n-QM, alors m ≤ log2(kn(Fg)).
En particulier, si Γ est un groupe line´aire de type fini, Γ peut toujours s’e´crire comme
produit direct d’un nombre fini de groupes inde´composables et il existe une borne sur le
nombre de facteurs des de´compositions de Γ en produits directs.
De´monstration. Si le groupe de type fini Γ est n-QM, chaque facteur Γj l’est ausssi, et la
premie`re assertion de la proposition re´sulte du point (iii) ci-dessus. La seconde assertion
re´sulte alors de la proposition 12. 
Remarque. Etant donne´ deux entiers d, g ≥ 1 et un anneau de type fini A, il re´sulte des
preuves ci-dessus qu’il existe une constante M = M(d, g, A) telle que tout sous-groupe
Γ ⊂ GLd(A) a` au plus g ge´ne´rateurs posse`de une de´composition Γ = Γ1 × · · · × Γm en
produits de groupes inde´composables, avec m ≤M .
Voici pour terminer une conse´quence de la proposition 2 et du the´ore`me 13.
Proposition 14. Soit Γ un groupe line´aire de type fini dont le centre est re´duit a` un
e´le´ment. Alors Γ est uniquement directement de´composable.
Nous remercions Yves Benoist, Martin Bridson, Ken Brown, Luis Paris, Alain Valette
et Thierry Vust pour plusieurs observations pre´cieuses concernant notre texte.
Bibliographie
Bagh. G.H. Bagherzadeh, Commutativity in one-relator groups, J. London Math. Soc. 13 (1976), 459–
471.
BaSh. U. Bader et Y. Shalom, Factor and normal subgroup theorems for lattices in products of groups
(a` paraˆıtre).
Baum. G. Baumslag, Direct decompositions of finitely generated torsion-free nilpotent groups, Math. Z.
145 (1975), 1–10.
BeHa. Y. Benoist et P. de la Harpe, Adhe´rence de Zariski des groupes de Coxeter, Compositio Math.
140 (2004), 1357–1366.
Bier. R. Bieri, Homological dimension of discrete groups, Queen Mary College Mathematics Notes,
1976.
22 YVES DE CORNULIER ET PIERRE DE LA HARPE
BoAC. N. Bourbaki, Alge`bre commutative, chapitres 1 a` 4, Masson, 1985.
BoAC’. N. Bourbaki, Alge`bre commutative, chapitres 5 et 6, Hermann, 1966.
Bore. A. Borel, Linear algebraic groups, Second enlarged Edition, Springer, 1991.
BouA. N. Bourbaki, Alge`bre, chapitres 1 a` 3, Diffusion C.C.L.S., 1970.
BouA’. N. Bourbaki, Alge`bre, chapitres 4 a` 7, Masson, 1981.
BouL. N. Bourbaki, Groupes et alge`bres de Lie, chapitres 4, 5 et 6, Hermann, 1968.
BrHa. M.R. Bridson et A. Haefliger, Metric spaces of non-positive curvature, Springer, 1999.
CaFP. J.W. Cannon, W.J. Floyd, and W.R. Parry, Introductory notes on Richard Thompson’s groups,
l’Enseignement math. 42 (1996), 215–256.
Eber. P.B. Eberlein, Geometry of nonpositively curved manifolds, The University of Chicago Press, 1996.
ErPa. P. Erdo¨s et P. Pa´lfy, On the orders of directly indecomposable groups, Discrete Math. (Paul Erdo¨s
memorial collection) 200 (1999), 165–179.
Fuch. L. Fuchs, Infinite abelian groups, Vol. I & II, Academic Press, 1970 & 1973.
GeGl. T. Gelander et Y. Glasner, Infinite primitive groups, arXiv:math. GR/0503001 (2005).
Gonc. C. Gonciulea, Virtual epimorphisms of Coxeter groups onto free groups, PhD thesis, Ohio State
University (2000).
Grig. R. Grigorchuk, Burnside’s problem on periodic groups, Functional Anal. Appl. 14 (1980), 41–43.
Grue. L. Gruenberg, Residual properties of infinite soluble groups, Proc. London Math. Soc. 7 (1957),
29–62.
HalP. P. Hall, The Frattini subgroups of finitely generated groups, Proc. London Math. Soc. 11 (1961),
327–352 [= Collected Works, 581–608].
Harp. P. de la Harpe, Topics in geometric group theory, The University of Chicago Press, 2000.
Hi86. R. Hirshon, Finitely generated groups L with L ≈ L × M, M 6= 1, M finitely presented, J. of
Algebra 99 (1986), 232–238.
Hi90. R. Hirshon, On uniqueness of direct decompositions of groups into directly indecomposable factors,
J. Pure Appl. Algebra 63 (1990), 155–160.
Kapl. I. Kaplansky, Infinite abelian groups, Univ. of Michigan Press, 1954.
Kuro. A.G. Kurosh, The theory of groups (Volumes I & II), Chelsea, 1956.
Lam. T.Y. Lam, A first course in noncommutative rings, Springer, 1991.
LuSe. A. Lubotzky et D. Segal, Subgroup growth, Birkha¨user, 2003.
MaKS. W. Magnus, A. Karras et D. Solitar, Combinatorial group theory, Interscience, 1966.
Marg. G.A. Margulis, Discrete subgroups of semisimple Lie groups, Springer, 1991.
Mari. I. Marin, Sur les repre´sentations de Krammer ge´ne´riques, arXiv:math.RT/0504143 v2 (13 Apr.
2005).
MaVi. G.A. Margulis et E.B. Vinberg, Some linear groups virtually having a free quotient, J. Lie Theory
10 (2000), 171–180.
Meie. D. Meier, Non-Hopfian groups, J. London Math. Soc. (2) 26 (1982), 265–270.
Meng. D.J. Meng, Some results on complete Lie algebras, Comm. in Algebra 22(13) (1994), 5457–5507.
MoSh. N. Monod et Y. Shalom, Orbit equivalence rigidity and bounded cohomology, Annals of Math. (to
appear).
Neum. B.H. Neumann, Some remarks on infinite groups, J. London Math. Soc. 12 (1937), 120–127.
Par1. L. Paris, Signatures des graphes de Coxeter, The`se, Universite´ de Gene`ve (1989).
Par2. L. Paris, Irreducible Coxeter groups (Pre´publication).
Par3. L. Paris, Artin groups of spherical type up to isomorphism, J. of Algebra 281 (2004), 666–678.
Rotm. J.J. Rotman, An introduction to the theory of groups, Fourth Edition, Springer, 1995.
SaSS. M. du Sautoy, D. Segal, and A. Shalev, New horizons in pro-p-groups, Birkha¨user, 2000.
Schr. V. Schroeder, A splitting theorem for spaces of nonpositive curvature, Inventiones Math. 79
(1985), 323–327.
ScWa. P. Scott et T. Wall, Topological methods in group theory, in “Homological group theory, Durham
1977”, C.T.C. Wall Editor, Cambridge Univ. Press (1979), 137–203.
Serr. J-P. Serre, Cohomologie des groupes discrets, in “Prospects in mathematics”, Annals of Math.
Studies 70, Princeton Univ. Press (1971), 77–169.
Stal. J. Stallings, A topological proof of Grushko’s theorem on free products, Math. Z. 90 (1965), 1–8.
DE´COMPOSITIONS DE GROUPES PAR PRODUIT DIRECT 23
Suzu. M. Suzuki, Group theory I, Springer, 1982.
Ty74. J.M. Tyrer Jones, Direct products and the Hopf property (Collection of articles dedicated to the
memory of Hanna Neumann, VI), J. Austral. Math. Soc. 17 (1974), 174–196.
Ty80. J.M. Tyrer Jones, On isomorphisms of direct powers, in “Word problems, II (Conf. on Decision
Problems in Algebra, Oxford, 1976)” (1980), North-Holland, 215–245.
Wil1. J.S. Wilson, Some properties of groups inherited by normal subgroups of finite index, Math. Z.
114 (1970), 19–21.
Wil2. J.S. Wilson, Embedding theorems for residually finite groups, Math. Z. 174 (1980), 149–157.
Zimm. R. Zimmer, Ergodic theory and semisimple groups, Birkha¨user, 1984.
Yves de Cornulier, IGAT, EPFL, CH-1015 Lausanne. Mel : decornul@clipper.ens.fr
Pierre de la Harpe, Section de Mathe´matiques, Universite´ de Gene`ve, C.P. 64,
CH-1211 Gene`ve 4. Mel : Pierre.delaHarpe@math.unige.ch
